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1 Einleitung

Abbildung 1: Jakob Amsler-Laffon (MI 2017)

Wie sind die Erfinder auf dieses Instrument
gekommen? Durch Uberlegung oder durch

Probieren? [...] Wir wissen es nicht.

Hans-Joachim Vollrath (Vollrath 2013)

Das Polarplanimeter ist ein geometrisches Instrument zur Messung von Fldcheninhalten, das vor al-
lem in der Landvermessung zur raschen Bestimmung von Flichengrofen auf Landkarten oder Plinen
verwendet wurde. Der Schweizer Mathematiker, Physiker und Ingenieur Jakob Amsler-Laffon (Ab-
bildung 1) erfand das Polarplanimeter im Jahr 1854 (Amsler 1856). Unabhéngig von Amsler-Laffon
entwickelte auch Albert Miller Ritter von Hauenfels (1818-1897) im Jahr 1855 ein Polarplanimeter,
das sich jedoch in der Folge nicht durchsetzte. Ein bedeutender Hersteller war die Firma A. Ott in
Kempten, dessen Fabrikat heute als Ott-Polarplanimeter bekannt ist. Fiir eine detailierte Darstellung
der Entwicklungsgeschichte und -linie des Polarplanimeters und anderer Planimeter sei auf (Vollrath
2013; MI 2017) verwiesen.

Geometrische Messinstrumente spielen seit jeher eine wichtige Rolle in den unterschiedlichsten An-
wendungsbereichen, sei es in der Nautik, der Astronomie, der Architektur oder in der Geodsisie.
Dabei liegen der Konstruktion solcher Messgerite in der Regel technische und insbesondere auch
weitreichende mathematische Ideen zu Grunde. Nicht immer ist jedoch aus historischer Sicht ein-
wandfrei rekonstruierbar, ob die konkrete Erfindung eines Messinstruments auf abstrakte und theo-
retische Uberlegung oder auf geschicktes Ausprobieren zuriickgeht. Das Polarplanimeter ist hierfiir
ein gutes Beispiel. Zwar verfiigten die Erfinder iiber griindliche Kenntnisse der hoheren Mathema-
tik und hitten die Wirkung des Instruments begriinden kdnnen, wie sie aber auf die grundlegende

mathematische Idee gekommen seien, sei unklar (Vollrath 2013).

Im Folgenden sind wir ausschlieBlich an dieser mathematischen Idee, d.h. an einer mathematischen
Erkldrung des Polarplanimeters interessiert. Die Frage nach der Mathematik, die sich hinter der Funk-
tionsweise des Polarplanimeters verbirgt, scheint insbesondere dann gerechtfertigt, wenn man Kon-

struktion und Leistungsfihigkeit des Polarplanimeters einander gegeniiber stellt:



Wie kann ein derart einfach konstruiertes mechanisches Gerdt den Inhalt einer beliebig

komplexen Fliche direkt ablesbar und exakt bestimmen?

Der Riemann’sche Integralbegriff etwa basiert auf einer infinitesimalen Zerlegung der zu messenden
Fliache in immer feinere Rechtecke, deren Fliche es zu berechnen gilt. Der Nutzer des Polarplani-
meters hingegen muss keine derartigen Berechnungen anstellen und iiberhaupt keinen nennenswerten
analytischen Aufwand betreiben, er kann den Inhalt bis auf Kalibrierung schlicht ablesen. Wie funk-

toniert das, wie kann das funktionieren?

Diese Frage kann, eher intuitiv, durch geometrische Uberlegungen beantwortet werden (Abschnitt
2.1), aber auch rigoros analytisch (Abschnitt 2.2). Zunichst beschreiben wir jedoch den Aufbau des
Polarplanimeters, der wesentlich zum Verstidndnis der Funktionsweise ist. Anhand des Ott-Polarplanimeters
mit verstellbarem Fahrarm erldutern wir auBerdem kurz den allgemeinen praktischen Vorgang des
Vermessens von Flachen auf mafstabgerechten Landkarten mittels Bestimmung eines geeigneten Ka-

librierungsfaktors.

1.1 Aufbau und Nutzung

Fahrarm

Messrad Fahrstift

Abbildung 2: Aufbau eines Polarplanimeters (Vollrath 2013)

Das Polarplanimeter besteht aus zwei Armen (Pol- und Fahrarm), die durch ein Gelenk miteinander
verbunden sind. Hier betrachten das Ott-Polarplanimeter mit verstellbarem Fahrarm. Am freien Ende
des Fahrarms befindet sich ein Fahrstift, mit dem die Randkurve der zu messenden Fliche umfahren
wird. Das freie Ende des Polarms ist mit einem Pol beschwert, der auf dem Papier fixiert wird. Am
Fahrarm ist in der Nihe des Gelenks ein Messrad angebracht, dessen Drehachse parallel zum Fahrarm
ist. Ein Messwerk zeigt den Weg an, den das Messrad bei der Bewegung des Fahrams zuriicklegt. Da-
bei ist wesentlich, dass das Messrad aufgrund der eben beschriebenen Konstruktion nur Bewegungen
registriert, die orthogonal zur Drehachse, d.h. orthogonal zum Fahrarm, stattfinden. Die Bewegungs-
komponente in Richtung der Drehachse bleibt unberiicksichtigt, da das Messrad in dieser Richtung
lediglich iiber das Papier gleitet, aber nicht rollt. Nachdem der Fahrstift vollstindig entlang der Kurve
gefiihrt wurde und wieder am Ausgangspunkt angelangt ist, kann der zuriickgelegte Weg des Mess-

rads am Messwerk (Abbildung 3) abgelesen werden. Dieses besteht aus dem Messrad M, dem Nonius



und der Zihlscheibe Z. Das Messrad ist in 100 Teileinheiten (Messradeinheiten ME) unterteilt und
der Nonius unterteilt den Abstand zwischen zwei ME wiederum in 10 Teileinheiten. Dadurch kann
der zuriickgelegte Weg des Messrads bis auf ein Tausendstel des Radumfangs genau abgelesen wer-
den. Die Zihlscheibe schlieBlich zeigt die Umdrehungen des Messrads an. Der abzulesende Wert ist
also immer vierstellig, wobei die Zihlscheibe die Tausender, das Messrad die Hunderter und Zehner
und der Nonius die Einer angibt. Der abgelesener Wert muss abschlieBend noch mit einem spezi-
ellen Kalibirierungsfaktor k£ multipliziert werden, der die baulichen Besonderheiten des jeweiligen
Polarplanimeters (Radumfang, Lage des Messrads am Fahrarm im Verhéltnis zur Fahrarmlédnge etc.)
sowie Mafstibe auf Landkarten beriicksichtigt. Fiir gidngige KartenmaBstibe kann dieser Kalibrie-
rungsfaktor einer dem Polarplanimeter beigefiigten Tabelle (Abbildung 4) entnommen werden. Die

Bestimmung des Kalibrierungsfaktors beruht auf der Idee der Relativmessung: Soll der Inhalt einer

Abbildung 3: Aufbau des Messwerks (Vollrath 2013)

Fliche A auf einer Landkarte gemessen werden und ergibt die Messung mit dem Polarplanimeter
fiir diese Flidche eine Wegstrecke W, so kann als Referenz der Quotient Ar/Wg aus einer bekann-
ten Referenzfliche A und deren gemessener Wegstrecke Wr herangezogen werden. Der gesuchte
Fliacheninhalt ist dann gegeben durch

AR

A=W -k k= —. 1

Wr ey
In der Praxis umgeht man diesen Rechenaufwand, indem man den Quotienten v := A /W, den soge-
nannten absoluten Noniuswert, vor der Messung in der Regel als ganzzahligen Wert in mm?) festlegt

und die Fahrarmlinge Lr entsprechend anpasst. Fiir das Ott-Polarplanimeter gilt
Lp=20-v. 2

Der absolute Noniuswert bei einem KartenmaBstab 1 : n entspricht dann dem Wert des Flacheninhalts
auf der Karte, der iiberstrichen wird, wenn sich das Messrad um eine ME dreht und die Fahrarmlin-
ge entsprechend eingestellt ist. Dieser Kartenflicheninhalt pro ME lédsst sich umrechnen in einen
Flicheninhalt pro ME in m?2. Dieser Flicheninhalt wird mit V' bezeichnet und heiBt relativer Nonius-

wert. Er entspricht der Fldche in der Natur, die pro ME bei gewihltem Kartenmal3stab und passend



eingestelltem Fahrarm tiberstrichen wird. Fiir das Ott-Polarplanimeter gilt dabei der Zusammenhang

2
’U:V'<1OOO> . 3

n

Mittels des absoluten bzw. relativen Noniuswerts lédsst sich der Messweg des Planimeters dann geeig-

net kalibrieren, um den Flicheninhalt auf der Karte, A, und in der Natur, A, zu berechnen:
Ag =W v, Ay =W .V. 4

Abschliefend sei noch bemerkt, dass den meisten Polarplanimetern Kontrollinstrumente beiliegen,
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Abbildung 4: Kalibrierungstabelle (Fa. Ott ca. 1950)

mit denen man die Genauigkeit iiberpriifen und gegebenfalls wiederherstellen kann. Zumeist handelt
es sich dabei um ein Kontrolllineal, mit dessen Hilfe man einen Kreis bekannten Fldcheninhalts, etwa
100 cm?, zeichnen kann. Das Ergebnis Af des Planimeters wird dann mit diesem Wert verglichen.
Erweist sich das Ergebnis als x Prozent zu klein/ grof3, miissen die Fahrstablingen um x Prozent

vergroflert/ verkleinert werden.



1.1.1 Ein kleines Beispiel

Beispiel 1. Bestimme die Fldiche eines Sees auf einer Landkarte mit Mafistab 1:12000. Als absoluten

Noniuswert wihle v = 10 mm?. Das Messwerk zeige nach Umfahren des Flichenrands einen Wert

von W = 25
Wir stellen die Linge des Fahrarms gemil Zeile 2 der Tabelle auf L = 200. Dann ist
Ag =25-10mm? = 250 mm? = 2.5 cm?.
Der FlichenmaBstab betriigt 1 : 12000%. Somit ist die Fliche des Sees
Ay = 2.5cm? - 12000 = 360 000 000 cm? = 36 000 m* = 3.6 ha.

Alternativ konnen wir zuerst mittels (3) den relativen Nonius ¥V = 1440 m? bestimmen und erhalten
ebenfalls
Ay =W -V =36000m* = 3.6 ha.

Bei einer Fahrarmldnge von 200 und einem KartenmaBstab von 1:12000 entspricht eine Noniuseinheit
des Messwerks, d.h. ein Tausendstel Ausschlag des Messrads, also einer Flache von 10 mm? auf der

Karte und einer Fliche von 1440 m? in der Realitit.

2 Mathematische Erklirung

Ziel dieses Abschnitts ist ein Beweis des folgendes Satzes (cf. (4)).

Satz 1. Der Inhalt I( A) einer mit dem Polarplanimeter umfahrenen Fliche A ist proportional zu der

vom Messrad zuriickgelegten Wegstrecke W, I(A) o< W.

In der Literatur finden sich geometrische und analytische Erkldrungs- bzw. Beweisansitze. Die geo-
metrischen Ansitze (Jennings 2012; Kunkel 2017) sind illustrativer und eingénglicher, wihrend die
analytischen (Leise 2004; Gatterdam 1981; Gollnick 2015) strikter sind.

Bemerkung 1. Da wir eine mathematische Abstraktion des Polarplanimeters betrachten und somit
individuelle Kenngrofien des Bautyps aufler Acht lassen, wird sich im Beweis zu Satz 1 im Vergleich

zu (4) ein vom Absolutnonius v verschiedener Proportionalitdtsfaktor k ergeben.

2.1 Geometrische Erklirung: Prinzip von Euler

Geometrische Beweise verwenden allesamt das Euler’sche Prinzip, demgemél eine vom Fahrarm
iberstrichene infinitesimale Flidche in ein Parallelogramm und ein Dreieck zerlegt werden kann. Der

folgende Beweis folgt (Jennings 2012).



Beweis (Satz 1). Wir betrachten ein Modell des Polarplanimeters (Abbildung 5) mit Pol X, Gelenk
Y, Fahrstift Z, Polarm XY und Fahrarm Y Z. Der Fahrarm habe die Linge L und das Messrad sei

in einer Entfernung » vom Gelenk am Fahrarm angebracht. Das Polarplanimeter wird so positioniert,

Abbildung 5: Polarplanimeter (Jennings 2012)

dass sich weder Pol- noch Fahrarm wihrend des Umfahrens des Flidchenrands um 360° beziiglich
ihrer Ausgangslage drehen konnen. Nun vollziehe der Fahrarm Y Z auf der Randfliiche eine infini-
tesimale Bewegung gegen den Uhrzeigersinn. Diese Bewegung werde in eine Translation mit Hohe
Ah und eine anschlieBende Rotation um den Winkel Af zerlegt (Abbildung 6). Die vom Fahrarm

Abbildung 6: Translation und Rotation (Jennings 2012)

iberstrichene Fliche A A setzt sich zusammen aus einem Parallelogramm mit Fliche Ap = LAh

. . .. 2
und einem Kreissektor der Fliche Ag = LTM,

AA = LAh + %L%@ Q)

Da das Messrad W nur Bewegungen registriert, die orthogonal zu Y Z ablaufen, trigt die Translation
mit dem Anteil Ah, und die Rotation mit dem Anteil z = sin(A60)r zur Drehung AD des Messrads

bei. Da wir den Winkel A# als sehr klein annehmen, gilt die Kleinwinkelniherung und wir erhalten

AD = Ah + Afr. (0)



Umstellen von (6) nach Ah und Substitution in (5) liefert
L
AA=LAD+ L (2 — r) Af. @)

Bezeichnen wir mit A die gesamte Fliche, die bei der Umrundung des Fahrstifts entlang des Fld-
chenrands vom Fahrarm iiberstrichen wird, mit D den gesamten Rollweg des Messrads und mit 6 den

gesamten iiberstrichenen Winkel, so gilt nach Aufsummierung der infinitesimalen Grof3en
L
A:LD+L(2r)9. ®)

Da der Fahrarm sich schlieBlich wieder in seiner Ausgangslage befindet, muss § = 27n,n € Ny
gelten. Nach Voraussetzung kann der Fahrarm jedoch keine Volldrehung vollziehen, also ist 6§ = 0
und somit A = LD, d.h. A o< D mit Proportionalitétsfaktor L.

Es ist noch zu zeigen, dass A dem Inhalt der vom Fahrstift umfahrenen Fliche Ay entspricht. Dafiir

sind zwei Beobachtungen wesentlich:

1. Abhingig davon, in welche Richtung sich der Fahrarm bewegt, dndert sich der Drehsinn des
Messrads und es werden entweder Distanzen addiert oder subtrahiert. Dementsprechend wer-

den auch die infinitesimalen Flichen A A entweder hinzu addiert oder subtrahiert.

2. Y bewegt sich stets auf einer Kreisbahn mit Zentrum X und Radius XY'.

Bewegt sich der Fahrstift im Gegenuhrzeigersinn vollstindig auf der Kurve C' um die zu messende
Fliche A, so bewegt sich der Fahrarm aus der Startposition Y1Z; heraus nach Y575 und wieder
zuriick zu Y; Z;. Gleichzeitig bewegt sich Y dabei auf einer Kreisbahn C’ um X (Abbildung 7).
Die Fliche zwischen den Kurven C und C’, die durch Y1 Z; und Y27, gegrenzt ist, sei als A(C'C")

bezeichnet. Die von C’ umschlossene Fliche heife A(C").

Bei der Aufwiirtsbewegung von Y; Z7 nach Y5 Z5 werden A und A(C'C') positiv fiir die letztendliche
Gesamtfliche A verbucht. Auf dem Riickweg werden A(CC’) und A(C") von der Gesamtbilanz
subtrahiert,

A=A+ ACC) — (A(CC") + A(C)) = A — A(CY).

Da der Polarm XY jedoch nach Voraussetzung keine volle Drehung vollziehen kann, ist C’ keine
vollstindige Kreisbahn, sondern lediglich ein Kreissektor. Somit umschlieBt C’ keine Fliche, d.h.
A(C") =0und A = A.

2.2 Analytische Erklirung: Green-Riemann’sche Formel

Die analytischen Beweise basieren auf der folgenden sogenannten Green-Riemann’schen Formel, die

ein Spezialfall des Stoke’schen Integralsatzes ist (Forster 2012).



Abbildung 7: Fldchenbilanz (Jennings 2012)

Satz 2. Sei U C R? offen und seien f,g: U — R stetig partiell differenzierbare Funktionen. Dann
gilt fiir jedes Kompaktum A C U mit glattem Rand 0A = C

_ [ (99 _9f
/C(fdas+gdy)—/A<ax 8y) dx dy )

Bemerkung 2. Hierbei bedeutet das linke Integral das Kurvenintegral 2. Art

b
jl{F ~dz = 7{ (F(a(t)),d(t)) dt
~ a
mit F = (f,9)",dz = (dx,dy) und Parametrisierung o: [a,b] — R? des Randes C.

Wihlen wir die Funktionen f und g derart, dass % — g—i = 1, so erhalten wir

/(fdm+gdy) :/ dx dy = Flidche von A. (10)
c A

Zwei nahe liegende Wahlen fiir solche Funktionen sind ¢ = x, f = O und f = —y, g = 0 und wir

/xdy:—/ydx:/ dx dy = Flidche von A. (11)
C C A

erhalten damit

2.2.1 Beweis 1
Fiir den folgenden Beweis von Satz 1 folgen wir (Leise 2004).

Beweis (Satz 1). Der Pol des Planimeters sei im Koordinatenursprung fixiert, der Polarm sei von der
Linge b und der Fahrarm von der Linge L. Das Messrad sei in der Entfernung a vom Angelpunkt am

Fahrarm montiert (Abbildung 8).

Da sich der Angelpunkt kreisformig um den Ursprung bewegt, gehen wir iiber zu Polarkoordinaten,
in denen der Angepunkt die Koordinaten (b cos p,bsin ¢) habe. Die zugehdrigen Koordinaten des

Fahrstift auf dem Flichenrand seien als (z,y) bezeichnet. Der Fahrtstift werde nun infinitesimal im



Gegenuhrzeugersinn zur Randposition (x + dx,y + dy) gefiihrt, wobei sich die Koordinaten des

Angelpunkts zu (bcos(y + dy),bsin(¢ + dy)) dndern. Linearisierung liefert

cos(p + dp) =~ cos(p) — sin(p)dyp, sin(p + dg) ~ sin(p) + cos(p)dp. (12)

Wie im geometrischen Beweis zerlegen wir die Bewegung von (x,y) nach (z + dz,y + dy) in eine

Translation und eine Rotation.

1. Translation, d.h. Bewegung des Fahrstifts von (x,y) nach (x — bsin(y)dp,y + bcos(p)dp)

(Parallelverschiebung des Fahrarms entsprechend der neuen Koordinaten des Angelpunkts)

2. Rotation, d.h. Beibehaltung der neuen Position des Angelpunkts und Drehung des Fahrarms
um den Winkel df auf die neue Position (x + dz,y + dy) des Fahrstifts

Fiir beide Schritte lassen sich die zum Fahrarm orthogonalen Bewegungskomponenten bestimmen.
Der Fahrarm wird in seiner Ausgangslage durch den Verbindungsvektor (z — bcos @,y — bsin ¢)

beschrieben. Dieser ist orthogonal zum Vektor (bsin ¢ — y,x — bcos ¢), denn
{((x —beosp,y — bsinp),(bsinp — y,x —bcosp)) =0 (13)

Projizieren wir die durch die Translation vollzogene Veridnderung der Fahrstiftposition, beschrieben
durch den Vektor (—bsin(y)dy,bcos(p)dyp), orthogonal auf den zum Fahrarm orthogonalen (nun
normierten) Vektor, entspricht die Linge des projizierten Vektors der Linge der zum Fahrarm ortho-
gonalen Bewegungskomponente der Translation, d.h. der vom Messrad bei der Translation zuriickge-

legte Weglinge Wy := Wr(x,y,p),

1
Wy = <L(b sin o — y,@ — bcos p),(—bsin(p)dp,b cos(cp)d<p> (14)
b
= Z(a:cosc,cH—ysincp—b)d<p (15)

Die Weglidnge des Messrads, die bei der Rotation zuriickgelegt wird, Wgr := Wg(0), ergibt sich
mittels Kleinwinkelnidherung als
Wr = asin(df) ~ adf. (16)

Insgesamt legt das Messrad bei der infinitesimalen Bewegung des Fahrstifts von (z,y) nach (z +
dz,y + dy) also einen Rollweg von Wy + W zuriick und der gesamte Rollweg ergibt sich durch

Integration iiber den Rand,

b b2
Gesamter Rollweg = 7 (% xcospdp + j{ ysin godcp) -7 7{ do + j{ do, (7
c 4 c c

2

wobei C] und CY die Kurven in der (z,¢)- bzw. (¢,y)-Ebene seien, die dem Rand C' in der (z,y)-
Ebene entsprechen. Aufgrund der eingeschrinkten Bewegungsfreiheit des Angelpunkts sind diese

beiden Kurven einfach (d.h. stetig und schnittpunktfrei) und geschlossen.



Abbildung 8: Translation und Rotation des Fahrarms (Leise 2004)

Die letzten beiden Integrale in (17) verschwinden, da die Integranden 1-Formen sind: Ist «: [a,b] —
RR? eine Parametrisierung des Randes, so gilt §, dyp = ¢(b) — ¢(a) = 0 und analog fiir das andere
Integral. Somit gilt:

Gesamter Rollweg = % ( j{
C

Alternativ erhalten wir den Rollweg beziiglich der infinitesimalen Fahrtstiftbewegung von (z,y) nach

(x + dx,y + dy), indem wir direkt das Skalarprodukt

xcospdp +% y sin gpdcp) (18)
Cs

!
1

1 b b
<(dac,dy),L(b sin ¢ — y,x — bcos g0)> = %dy — %dm + 7 sin pdr — 7 cos edy  (19)
aus dem Anderungsvektor (dz,dy) und dem schon zuvor verwendten normierten Vektor (bsin ¢ —
y,x — bcos @), der orthogonal zum Fahrarm ist, betrachten. Der gesamte Rollweg ergibt sich dann

wieder durch Integrieren tiber den Rand,

1 b
Gesamter Rollweg = I j{ (xdy —ydzx) + T < j{ sin p dx — f cos dy) (20)
c c cl

1

2 b b .

= — rdy — — xcospdp — — ysin @ dy, 21
L Jo L c L c

wobei sich die letzte Identitét aus (11) und

x =bcosp, dr= —bsinpdp, sing=1y/b (22)

10



y =bsing, dy =bcospdp, cosy=x/b (23)

ergibt. Gleichsetzen von (18) und (21) liefert

j{xdy:b?{ :Ucoscpdcp—i—bj{ ysin @ dp (24)
c c cl
und somit wegen (11) und (18) schlieBlich:
’Flﬁche von A = L - (Gesamter Rollweg) ‘ (25)
O

Bemerkung 3. Alternativ konnen wir den vorherigen Beweis ab Zeile (18) auch weiterfiihren, indem
wir zu Polarkoordinaten © = rcosv und y = rsin iibergehen und die Identitit cos cos ¢ +

sin v sin ¢ = cos(y) — @) ausnutzen (Leise 2013):

b
Gesamter Rollweg = 7 %

b
(accosga—i—ysin(p)dcp:Lj{ (rcost cosp + rsinsinp) de (26)
C (o4

= 2% rcos(y — @) dy (27)

Aus L = (x — bcos g,y — bsin ) folgt L?> = (x — beos p)? + (y — bsin)? und hieraus durch

Einsetzen der Polarkoordinaten

242 12 2002 2
recos(yp — p) = HT’ © = 1 — arccos <T+Qbr> ) (28)
sowie
8§0 a@ 8 ,r.2 4 b2 o L2
do = —Ldip + ——dr = dp — — ———|d 29
® a0 v+ 5 0" ) o arccos( Sbr T (29)
2 _ 2472 92
= dip — _r b” + . br dr 30)
2br2 \/41)27,2 _ (7,2 + b2 — L2)2
2 _ b2 L2
— dy + Lo r 3D
r\/4b2r2 —(r2 402 —L?)?
Fiir (27) folgt mit der Green-Riemann’schen Formel bzgl. v und 1)
bj{ by{ r? + 02— L2 r? —b* 4+ L?
— rcos(yY — @) dp = — — | dY + dr 32
L frest—elde=17 ¢ — v r /A2 — (72 + 02 — L2)? 42
b o (1 +v* — L?
= —(—————— ) drd 33
L / /R or ( 2 > iy 49
1
:L//errdd) (34)
1
= zFliiche von A (35)
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Hierbei sind C' die Kurve in der (r,1))-Ebene, die dem Rand C' in den Polarkoordinaten entspricht

und R die von C' umschlossene Fliche. Die letzte Identitdit folgt aus dem Transformationssatz.

2.2.2 Beweis 2

Ein weiterer analytischer Beweis fiir Satz 1, den wir ausfithren mochten und der etwas konstruktiver
(dafiir aber rechnerisch aufwéndiger) als die vorherigen ist, findet sich in (Gatterdam 1981); er basiert
ebenfalls auf der Green-Riemann’schen Formel und einer idealisierten Darstellung des Polarplanime-
ters (Abbildung 9). Der Pol O befinde sich im Koordinatenursprung, sowohl der Polarm O A als der

Fahrarm AB seien von der Linge L = 1.

Beweis (Satz 1). Der Fahrstift B mit Kartesischen Koordinaten (z,y) und Polarkoordinaten (7 cos 6,r sin 6)
werde um eine infinitesimale Distanz d B auf dem Rand 0M von M im Gegenuhrzeigersinn bewegt
und du sei die Bewegungskomponente von d B, die orthogonal zum Fahrarm ist und daher vom Mess-

rad registiert wird. Der gesamte Rollweg des Messrads ergibt sich durch Integration iiber den Rand,

Gesamter Rollweg = % du. (36)
oM

du werde in die Komponenten P dx und Q dy zerlegt, du = P dz+(@ dy. Aus der Green-Riemann’schen

7({9M duzng(de+Qdy) Z//M <08§_6(‘9];> dx dy. (37)

Ziel ist die Bestimmung von P(z,y) und Q(z,y). Aus x = r cos 6,y = rsin 6 folgt

Formel folgt

de = cosOdr — rsinfdf = = dr — yde, (38)
T

dy:sinﬁdr—i-rcosedﬁz%dr—i—md& 39)
und hieraus durch Umstellen und Substituieren
rdr = xdz + y dy, r2df = —y dx + x dy. (40)
Fiir das Dreieck OAB liefert der Kosinussatz 1 = 1472 — 2r cos « und somit a = arccos(r/2) sowie
¢ =0+ a = 0 + arccos(r/2). Fiir das totale Differential folgt

0¢p 0 1 1 1
dp=—di+ —dr=df — - - —— =db — ——dr. 41
P= 9 Wt o R — (1)
1
Approximieren wir die infinitesimale Winkeldnderung d¢ durch d¢ =~ sind¢, erhalten wir du =

cos 3 d¢. Fiir den fehlenden Winkel im Dreieck OAB gilt 180° — 2« und damit 5 = 180° — (180° —
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2ar) = 2a. Folglich gilt, unter Zuhilfenahme der Identititen cos” o = (1 + cos(2a)), (40) und (41),

du = cos B d¢ 42)
= cos(2a) dep = (2cos® o — 1) dp (43)
= (2 cos(arccos(r/2)) cos(arccos(r/2)) — 1) do (44)

2
- <2 - 1) do (45)
r? 1
_ r? Y x 1 x Y
= <2—1> <<_r2d$+r2dy>_ T (de+rdy>> (47)
Y rT Y z z ry x Y
=l--——+5+——=|d -+ ——— | d
2 o 2 2 a2 | e ar e 2 e |
ZP‘(;:y) =Q(z,y)
(48)

Die benotigten partiellen Ableitungen schreiben wir als

Abbildung 9: Polarplanimeter (Gatterdam 1981)

0Q _ 9 xy, O —r L\ 9 (=
% Oz (2) +y81' (2\/4—7“2 + r\/4—7“2> ox (7“2>’ (49)
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oP 0 -y g —r 1 Q Y
oy < 2 >+x8y (2\/4—7~2 +7~\/4_7~2) T ay (;2) (50)

und setzen
Jr) = e (51)
r) = :
2vV4 —1r2 4 —r?
Da fiir jede differenzierbare Funktion g(r) von r = \/:m mit der Kettenregel xg—g = x%% =
y%ci—g = y% gilt, gilt insbesondere
of(r)  9f(r)
— =0. 52
ox v y (52)
Weiter ist wegen 2 = 22 4 y? mit der Quotientenregel
3(:B)_—r2+2x2_:n2—y2_r2—2y2_8<y> 53)
ox \r2) r4 oA gy \p2)?
sodass 90 op 3 3
x y)
— —— == — (=) =1 54
or 0Oy O (2)+8y (2 >4
und
Gesamter Rollweg = j{ du = / / dx dy = Fldche von M. (55)
oM M
O
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